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Вихревая составляющая вектора Пойнтинга волновой электромагнитной 

структуры является источником момента импульса, тогда как связанная с законом 

сохранения электромагнитной энергии потенциальная составляющая вектора Пойн-

тинга не создает момента импульса. Разработана математическая модель волновой 

электромагнитной структуры, описывающая энергетические характеристики и дис-

кретные моменты импульса. 
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Abstract. The vortex component of the Poynting vector of the wave electromag-

netic structure is the source of the angular momentum, whereas the potential component 

of the Poynting vector associated with the law of conservation of electromagnetic energy 
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does not create a moment of momentum. A mathematical model of the wave electromag-

netic structure describing the energy characteristics and quantized moments of momentum 

has been developed. 
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I. Введение 

В классической электродинамике момент импульса электромагнит-

ного поля описывается интегралом по объему V: 

 

,
V

L ldV=   (1) 

 

от объемной плотности момента импульса ( ) HErcl


= −2
, где вектор 

Пойнтинга ( )HE


=П  характеризует плотность потока электромагнитной 

мощности через нормальную поверхность. 

Существуют различные способы описания моментов количества дви-

жения волновых структур электромагнитных процессов (ЭМП). В [1] для 

светового луча момент импульса, полученный в рамках параксиального 

приближения уравнения движения, представляется в виде двух составляю-

щих – спинового момента импульса, обусловленного круговой поляриза-

цией света, и орбитального момента импульса, обусловленного простран-

ственным распределением амплитуды света. В [2] для произвольного вол-

нового электромагнитного сгустка на основе тензорного представления век-

торного произведения компонентов поля описывается момент импульса в 

виде суммы спинового и орбитального пространственных интегралов. В ка-

честве критерия спинового интеграла выступает отсутствие в интеграле ко-

ординатного вектора, создающего трансляционные изменения подынте-

гральной функции. В работе показано, что плоская электромагнитная волна 

с произвольной поляризацией не имеет углового момента импульса. 

Современные математические модели угловых моментов импульса 

волновых полевых структур базируются на четырехмерном тензорном ана-

лизе. Так, в [3-4] на основе корректного анализа при помощи фундаменталь-

ных законов сохранения локальных полевых характеристик подтвердилось 

положение, что разбиение момента импульса светового луча на спиновый и 
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орбитальный вклады имеет физический смысл. В [5] продолжены исследо-

вания проблемы разбиения полного момента импульса на уровне интеграль-

ных характеристик. При этом математические модели угловых моментов 

световых электромагнитных структур выражались через первичные харак-

теристики поля и их потенциалы. В работах не рассматривалась возмож-

ность представления вектора Пойнтинга в виде суммы составляющих – вих-

ревой и потенциальной. 

О. Хэвисайд сделал замечание о неполноте участия вектора Пойн-

тинга в законе сохранения энергии: «Если у вектора есть вихревая часть, 

она не дает вклад в закон сохранения энергии, потому что дивергенция вих-

ревой части равна нулю. Поэтому физический смысл потока энергии имеет 

вектор Пойнтинга за вычетом его вихревой части» [6].   

Это утверждение основано на теореме разложения Гельмгольца [7]. 

Дифференцируемое векторное поле можно представить суммой двух ком-

понент – потенциальной 


П


и вихревой С
П


: 

 

.П П П
С

= +  (2) 

 

В данной работе в рамках классической тории ЭМП исследуется 

связь потенциальной и вихревой составляющих вектора Пойнтинга с мо-

ментами импульса волновых электромагнитных полевых структур. 

II. Физический смысл вихревой составляющей вектора Пойнтинга 

Пусть полевые характеристики волновой электромагнитной струк-

туры, ограниченные радиальным размером rгр, удовлетворяют решению од-

нородного волнового уравнения и описываются функцией с разделенными 

переменными. В этом случае пределы интегрирования по каждой независи-

мой переменной становятся независимыми друг от друга, и 0П =


 при 

r ≥ rгр, где 0 ≤ rгр ≤ ∞. 

На основе теоремы разложения Гельмгольца (2) выражаем каждую 

составляющую П


 через соответствующие потенциальные характеристики: 

 

0Пdiv;rotП ==
CC

C


 и 0Пrot;gradП =−=



.  

 

Здесь C


 и η – векторная и скалярная потенциальные функции век-

тора Пойнтинга соответственно. Принимается условие 0=С


, поэтому 

вектор С


 выражается интегралом от ротора вектора П


 [7]: 
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' ' '

rot П'rot П' rot П'1
( ) ' ' ' ;

4 ' ' '

y
yx x z z

V V V

ee e
С r dV dV dV

r r r r r r

 
= + + 

 − − −  
     

( ) 2 2' cos ' ; ' 2 'cos cos ';r r D F D r r rr− = − − = + −    (3) 

2 sin sin '.F rr=     

 

Вычисленный в приложении момент импульса примет вид:  

 

2 2 2

1 1 2
( rot ) ( ) ,

C r

V V V

C
L r C dV r C dV CdV

c c r c


=  =  − =

    (4) 

 

Сопоставляя (1) и (4), получим формулу: 

 

,
2

)rot(
1

)П(
1

222
C

c
Cr

c
r

c
l

СC


===   

 

из которой следует нулевое граничное условие для C


: 

 

0)(
гр

=rC


 при .0)(П
гр

=r


  

 

Утверждение 1. Плотность момента импульса волновых электромаг-

нитных структур прямо пропорциональна векторному потенциалу вихревой 

составляющей вектора Пойнтинга. 

Представим плотность момента импульса, обусловленной потенци-

альной составляющей вектора Пойнтинга, следующим образом: 

 

−=−=−==


l
c

r
c

r
c

r
c

l ˆ1
)(

1
)(

1
)П(

1
2222


; (5) 

),()()(ˆ
x

y
y

xe
z

x
x

ze
y

z
z

yel
zyx




−




+




−




+




−




=


  

 

где l̂ – дифференциальный векторный оператор, используемый в квантовой 

теории для описания момента импульса. Раскрыв следующее векторное вы-

ражение в сферических координатах [7]: 

 

( ) ,
sin

)(
sin

1
)(






−




=






+




= 



e
eeeeer

rr




  



109 

 

 

Интеллектуальная электротехника 2025 №1 

получим формулу для расчета момента импульса, обусловленного 


П


: 

 

( )   
 



















−






=−=

V

r

de
e

ddrr
c

dVr
c

L

гр

0 0

2

0

2

22
.

sin
sin

11 



  

 

Переходим к декартовому базису и интегрируем по частям следую-

щий интеграл: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

0 0

2 2

0 0 0 0

2

2

0

0 0 0

cos
sin cos sin sin cos

sin

cos cos sin sin cos sin

sin cos cos sin

si

x y z x y

x y x y

z x y

x

d e e e e e d

d e e d e e d d

e d d d e e

e

 

   

  



    
  +  − + −   =      

=   +  + −    −

−    =   +   +

+

 

   

  

( ) ( )

   

 

2 2

0

0 0 0

0 0

0

n cos sin cos sin cos

sin (2 ) (0) cos (2 ) (0)

sin (2 ) (0) 0.

y x y

z x

z

e d e e d d

e d e d

e d

  



 



  
−   + −     −    −  

  

−     − =     − −

−     − =

  

 



 

 

Функции ),,(  r выражается следующей формулой [7]: 

 

'

div'П'
( ) ',

'V

r dV
r r

 =
−   

 

поэтому с учетом (3) разность [η(φ = 2π) – η(φ = 0)] = 0. 

В итоге момент импульса от потенциальной составляющей вектора 

Пойнтинга равен нулю: 

 

0.L

=  (6) 

 

Утверждение 2. Момент импульса волновых электромагнитных 

структур, описываемых функцией с разделенными переменными, создается 
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только вихревой составляющей вектора Пойнтинга. 

Плотность момента импульса в (4) не содержит координатного век-

тора, поэтому по критерию из [2] вихревая составляющая вектора Пойн-

тинга реализует спиновый момент импульса.  

Связанная с законом сохранения энергии потенциальная составляю-

щая вектора Пойнтинга не создает момента импульса для волновой электро-

магнитной структуры, описываемой функцией с разделенными перемен-

ными. Если последнее условие не выполняется, то равенство (6) тоже не 

выполняется. В этом случае составляющая 


П


может создавать только ор-

битальный момент импульса, так как плотность момента импульса (5) со-

держит явные координатные зависимости. 

Из утверждений 1 и 2 следует методический прием: можно опреде-

лять физически адекватные моменты импульса волновых электромагнит-

ных структур без использования закона сохранения энергии. 

В [8] раскрыта волновая электромагнитная полевая структура 

 

( ) 0)(,sincos
гр0
=+= rYeeYA

yxTxy


 при =

гр
r ,  

 

которая обуславливает (m–1)-кратные моменты импульса, корректно допол-

няющие однократный классический момент импульса орбитального элек-

трона до научно обоснованных в квантовой механике орбитальных момен-

тов количества движения электронных оболочек атома, которые кратны 

азимутальному квантовому числу m. Однако для этой модели энергетиче-

ские характеристики не определялись. 

Здесь: 
0Txy

A   – усредненная за период 
0

T  вращения орбитального 

электрона составляющая векторного потенциала; )()(
0

= PrRCY – произве-

дение радиальной R(r) и сферической P(θ) функций; C0 – постоянная инте-

грирования; ψ = mφ + ωcnt + φx – фазовая функция, зависящая от азимуталь-

ной переменной φ и от времени t. В этой математической модели отсутство-

вала составляющая Az. 

Для полноты описания электромагнитной системы в целом в настоя-

щей работе одновременно с моментом количества движения будет решаться 

задача определения энергетических характеристик. 

III. Математическое моделирование  

момента количества движения замкнутой волновой структуры 

Для корректного описания энергетических характеристик рассматри-

ваемой электромагнитной структуры восстановим составляющую Az, кото-

рую определим из кулоновской калибровки: 
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0
0.z

xy T

A
div A

z


  + =


 (7) 

 

В результате векторный потенциал примет следующий вид: 

 

( )cos sin ,
x y z z

A Y e e A e=  +  +  (8) 

 

Вычисляем дивергенцию 
0Txy

A  : 

 

);cos(
00

−= CAdiv
Txy

  

.
sin

sin


+



+




=

mRP

r

P
R

r

R
P  (9) 

 

На основе (7) и (9), и вследствие независимости азимутальной пере-

менной φ от переменной z, структура неизвестной функции Az должна иметь 

следующий вид: 

 

).cos();cos(
0

−=−−=



mzz

z AAC
z

A
 (10) 

 

Далее выразим составляющие в сферической системе координат [8]: 

 

);cos()cos()cossin( −=−+=
mrmzr

AAYA  (11) 

);cos()cos()sincos( −=−−=
 mmz

AAYA  (12) 

).sin()cossinsincos( −=+−=


YYA  (13) 

 

Вихревые составляющие электрического поля на основе (9) и (10) в 

декартовых и сферических координатах соответственно примут вид: 

 

);sin()cossin( −+−=−=
mzcnzyxcn

AeeeYtAE


  


++= EeEeEeE

rr


; (14) 

);cos();sin();sin( −−=−=−=
 mmmrr

EEEEEE   

.;; YEAEAE
cnmrmcnmmrcnmr

===


 (15) 

 

Составляющие магнитной индукции на основе (11)-(13) в декартовых 

и сферических координатах соответственно равны: 
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0

rot sin cos cos( )

sin( ) ;

x y x y mz

z x x y y z z

Y
B A e e e e A

z y x

e C e B e B e B

   
 = = −  +  + −  − +      

+   − = + +

 (16) 

0

( 1)
' sin cos( ) cos sin( ) sin ;

sin

( 1)
' cos cos( ) sin sin( ) cos ;

sin

sin( ); ' sin cos ;

mz

x mz

mz

y mz

mz mz

z mz

m A Y
B A

r z

m A Y
B A

r z

A A
B C A

r r

− 
=   − −   − − 

 

− 
= −   − −   − + 

 
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    
= −  = − 

     
 (17) 

;
r r

B e B e B e B
   

= + +  (18) 

);cos();sin();sin( −=−=−=
 mmmrr

BBBBBB   

0

( 1)
cos sin ;

sin

mz

mr

m AY
B C

z r

− 
=  −  +   

 (19) 

0

( 1)
sin cos ; ' .

sin

mz

m m mz

m AY Y
B C B A

z r z
 

−    
= −  −  + = −      

 (20) 

 

Вектор Пойнтинга и его составляющие в сферических координатах: 

 

;ПППП


++== eeeHE
rr


 (21) 

1

r 0
П ( )sin( )cos( ) 0,5П sin 2( );

m m m m mr
E B E B−

   
=  −  − − =  −  (22) 

1

0
П ( )sin( )cos( ) 0,5П sin 2( );

m mr mr m m
E B E B−

   
=  −  − − =  −  (23) 

1 2 2

0
П ( )sin ( ) П sin ( ).

mr m m mr m
E B E B−

   
=  −  − =  −  (24) 

 

Обозначая постоянную интегрирования Cz, вводим обозначения: 

 

0 0 0 0
; ; ,

mz z z z z
Y C Y A C A C C= =  =  (25) 

 

Подставляем в (EmrBmθ – EmθBmr) (15), (19), (20), получим:  

 
2

0 0 0

0 0

0

( 1)
П .

sin

cn z z

m z z

C Y m A
Y A

z r


   −   
= −  + +      

 (26) 
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Используя (21)-(24), раскрываем векторное произведение ( П)
r

e   и 

перейдем к декартовому базису:  
 

2 2

2

( П) 0,5П sin 2( ) П sin ( ) sin П sin ( )

cos ( cos sin )П sin ( ) 0,5П sin 2( )( sin cos ).

r m m z m

x y m m x y

e e e e

e e e e

    

 

 = − − − =  − −

−  +  − − − − 
 

 

Учитывая ортогональность системы тригонометрических функций и 

независимость амплитуд Пmφ и Пmθ от φ, вычислим следующий интеграл: 

 
2

0

( П) sin П .
r z m

e d e



  =    (27) 

 

Подставив (27) в (26) и в (1), получим угловой момент импульса вол-

новой электромагнитной структуры: 

 
2

3 20 0 0

П 0 02

0 00

( 1)
sin .
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cn z z z
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C e Y m A
L r dr Y A d

c z r
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   (28) 

 

Подставив (17) в (28) с учетом (25) и интегрируя по частям второе 

слагаемое с учетом равенства r3Y0(r = ∞) = 0, получим: 

 

(
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3

0

0 0

.mz
A
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z
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
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Учитывая (10), последний интеграл приводится к следующему 

виду: 

 

3 3

0 0

0 0 0 0

.mz
A

r dr Y d r dr Y d
z

   


−  =  
     (29) 
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Подставив (29) в (28), получим формулу расчета момента импульса, 

которую разбиваем на две части: 

 
2 2

3 20 0

П 0 П1 П22

0 00

( 1)( )
sin 2 .

sin

cn z z z
C e m A

L r dr Y d L L
c r

 
 −  

= −   +  = + 
  

   (30) 

 

В [8] показано, что интеграл от функции Y0Λ в (30) принимает вид: 

 

 
 




−
−=

0 0

222

2

0

2

0

П1
.sin

)1(
dPdrrR

c

eCm
L zcn


  

 

Подставив П1
L


 в (30) и учитывая Y0 = RP, получим: 

 
2 2

2 20 0

П 02

0 00

2 ( 1) ( )
sin .

2

cn z z z
m C e A

L r dr Y d
c

 
 −   

= −  +  
  

   (31) 

 

Проекция результирующего орбитального момента количества дви-

жения Lz на ось z будет состоять из момента импульса электромагнитного 

поля LП (31) и проекции на ось z орбитального момента импульса электрона, 

которая равна – ħ. Знак минус указывает на то, что вектор Пойнтинга (21) – 

(24), (26) волновой электромагнитной структуры совпадает с направлением 

орбитального вращения электрона (по часовой стрелке). При этом резуль-

тирующий орбитальный момент количества движения системы волнового 

ЭМП и электрона должен соответствовать научно-обоснованному значе-

нию: 

 

.
П

 mLL
z

−=−=   

 

Применив записанное условие к (31), определим постоянную инте-

грирования 2

0
C : 

1
2

2 2 2 2 0

0 0 0

0 0

( )
2 sin .

2

z z

cn

A
C c r dr Y d

−
   

=    +   
  

   (32) 

 

Плотность энергии электрического поля на основе (26) равна: 

 

( ) ( ) .sin5,05,0 22

0

2

0

2

0

2

0

2

0
−+==

zzcnE
AYCEw


  

 



115 

 

 

Интеллектуальная электротехника 2025 №1 

Формула электрической энергия поля с учетом (32) примет вид: 

 

( )
2

2 2 2 2

0 0 0 0

0 0

0,5( sin 0,5 .
E cn z z cn

W C r dr Y A d
 

=   +    =    (33) 

 

Энергию магнитной составляющей определим на основе преобразо-

вания типовой формулы следующим образом: 

 

( ) ( )

( )
р

0 0

( )

2 rot div rot

.
г

H

V V V V

S r V V

W H B dV H AdV A H dV A HdV

E E
A H dS A dV A dV

t t

=  = =  + =

 
=  +  = 

 

   

  
 (34) 

 

Здесь поверхностный интеграл вычисляется на границе области ин-

тегрирования, которая лежит на бесконечности, где 0)(
гр

==rA


. При под-

становке (8) и (14) в (34) формула энергии магнитного поля примет вид: 

 

( )
2

2 2 2 2

0 0 0 0

0 0

0,5( sin 0,5 .
H cn z z cn

W C r dr Y A d
 

=   +    =    (35) 

 

Полная энергия электромагнитной волновой структуры будет опре-

деляться только частотой колебания ωcn электромагнитного процесса и, со-

гласно (33) и (35), имеет простой вид: 

 

.
cnHE

WWW =+=    

 

IV. Обсуждение 

Рассмотрен пример математического моделирования момента им-

пульса, согласующегося с энергетическими характеристиками замкнутой 

волновой электромагнитной структуры, являющейся решением однородного 

волнового уравнения [8-9]. Эта модель позволяет реализовать многократный 

момент импульса, направление которого перпендикулярно азимутальному 

направлению циркуляции электромагнитной энергии волны (вдоль оси z). 

Это означает, что в такой электромагнитной структуре реализуется един-

ственная форма момента импульса, которая подтверждается научными по-

ложениями, сформулированными в утверждениях 1 и 2. 
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Таким образом, критерии электромагнитных моментов импульса, ба-

зирующихся на понятиях вихревых и потенциальных характеристиках век-

тора Пойнтинга более конкретны по сравнению с критериями, основанными 

на первичных характеристиках поля в [1-5]. 

Получено, что замкнутая орбитальная электромагнитная волна ха-

рактеризуется квантом энергии ħωcn, где ωcn частота колебания орбиталь-

ного электромагнитного поля. 

Рассмотрим физический смысл орбитальной замкнутой электромаг-

нитной волны, определенной из решения однородного волнового диффе-

ренциального уравнения при кулоновской калибровке. 

Однородные дифференциальные уравнения описывают свободные 

процессы физических систем, протекающие за счет внутренних запасов 

энергии, то орбитальное ЭМП должно образовываться за счет собственной 

энергии электрона. 

При решении однородного волнового уравнения в [9] определено 

следующее выражение коэффициента при временной производной: 

 

 ,)(2 2

0

22 rUWcm
ncn
−=    

 

где Wn, U(r) = Un – полная и потенциальная энергии орбитального электрона 

на n энергетическом уровне соответственно. Из этого равенства получим 

следующее выражение кванта энергии замкнутой электромагнитной волны:  

 

2 ( ) 2 ;
cn oe n n oe n oe n

W W U W W W U = − = =  (36) 

2 2 1

0 0
; (4 ) ,

oe n n
W m c U e r −= = −    

 

где m0 – масса покоя электрона, Wое – собственная энергия электрона. 

В (36) с левой стороны представлена энергия замкнутой орбитальной 

электромагнитной волны. С правой стороны имеет место усредненная энер-

гия от произведения собственной энергии электрона на модуль потенциаль-

ной энергию электрона в атоме. 

V. Заключение 

Вихревая составляющая вектора Пойнтинга волновой электромаг-

нитной структуры является источником момента импульса, тогда как свя-

занная с законом сохранения электромагнитной энергии потенциальная со-

ставляющая вектора Пойнтинга не создает момента импульса. 

Разработана методика математического моделирования замкнутой 

электромагнитной волны, которая в рамках классической теории ЭМП поз-

волила соединить описание орбитальных многократных моментов количе-

ства движения с квантовым описанием ее энергии. 
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Подтверждено научное положение, что источником энергии орби-

тальной замкнутой электромагнитной волны может являться только соб-

ственная энергия электрона, а физической причиной дискретных орбит 

электрона в атоме является наличие устойчивых замкнутых электромагнит-

ных орбитальных волн, которые объясняют дискретность моментов количе-

ства движения и магнитных моментов. 
© Меньшов Е.Н., 2025 
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Приложение A. Методика вычисления момента импульса. 

Подынтегральную функцию в (4) можно представить в сферических коорди-

натах: 
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и проинтегрировать интеграл по частям: 
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 
=  +   − 

 

 
−    +  = 

 

    

    

 


гр 2 2

2 2

0 02

0 0 0 0

1
sin

r

r r r

e
r dr d e C C d d e C

c





  

 



  
=  −  +   −  

  
     
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
гр

гр

2

3 2

02

0 0 0 0

1
cos sin sin 2

r

r

r

e
C e d d e d r C r C dr

c
  

  





    
− +   −    − +   

      
     

( )

гр гр

гр

2 2

3 2 2

0 2

0 0 0 0 0

2

2

0 0

1
2 2 sin ( )

2
cos sin .

r r

r

r r r

V

e d r C r C dr r dr d C e C e d
c

e e
d C e d C e C e C e dV

c

  

      

 

 

    

  
+  − =   + −  

   

  
−  + +   = + + 

   

    

  

 

 

При вычислении C
L


 использовалось исходное граничное условие С(rгр) = 0 

и учитывались следующие преобразования [7]: 

 

.sin2sincos;
rr

e
e

e
e

e
e 








−=




++




−=









   
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